
Microscopic 
Reversibility 
 

      versus 
 

Macroscopic 
Irreversibility	  

 
Wm G Hoover and Carol G Hoover 

Ruby Valley Research Institute 
Ruby Valley, Nevada, USA 

	  

Saint Petersburg 
3 July 2012 

Chao&c	  Double	  Pendulum	  

Tacoma	  Narrows	  Bridge	  
7	  November	  1940	  





Our Neighbors’ Llamas enjoy Ruby Valley 





Rudolf	  Clausius’	  1865	  Version	  of	  the	  
	  

Second	  Law	  of	  Thermodynamics	  :	  

The	  Entropy	  of	  the	  Universe	  	  
[	  or	  Any	  Closed	  System	  ]	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
Tends	  to	  a	  Maximum	  .	  



Time Dependence of Entropy ? 
Entropy Increases 

( df/dt àH Theorem ) 
( 1872 :  Second Law ) 

1896 : Entropy Recurs 
( Zermélo-Poincaré ) 

	  

Entropy Reverses  
( Loschmidt, 1876 ) 



Reversibility	  and	  Irreversibility	  Today	  
1.	  Thermodynamic	  QuanSSes	  from	  ParScle	  Mechanics	  

2.	  Defining	  Temperature	  using	  Gibbs’	  StaSsScal	  Mechanics	  

3.	  ImplemenSng	  ComputaSonal	  Thermostats	  into	  {	  F	  =	  ma	  }	  

4.	  Irreversibility	  from	  Thermostats	  :	  Successes	  of	  Nosé-‐Hoover	  Mechanics	  

5.	  Fractal	  Phase-‐space	  DistribuSons	  for	  Nonequilibrium	  Steady	  States	  

6.	  Irreversibility	  from	  Thermostats	  :	  Failures	  of	  Hamiltonian	  Mechanics	  

7.	  Irreversibility	  from	  Lyapunov	  Instability	  of	  Standard	  Hamiltonian	  Chaos	  

8.	  Summary	  



Relating { E, P, T, Q, . . . } to { q,p } 
	  

Energy	  is	  Simple	  :	  E	  =	  Σei	  =	  Φ(q)	  +	  K(p)	  ;	  K	  =	  Σ(p2/2m)i	  
	  

Pressure	  :	  Virial	  Theorem	  or	  Gibbs	  :	  PV	  =	  Σ(rF)ij	  +	  Σ(pp/m)i	  	  
	  

(	  noSce	  that	  reversing	  the	  Sme	  has	  no	  effect	  on	  P	  )	  
	  

Heat	  Flux	  or	  Heat	  Theorem	  :	  QV	  =	  Σ	  rij�(pF/m)ij	  +	  Σ(pe/m)i	  	  
	  

(	  noSce	  that	  reversing	  the	  Sme	  changes	  the	  sign	  of	  Q	  )	  
	  

NoSce	  that	  the	  {	  Q	  ,	  P	  }	  definiSons	  Contradict	  Newton-‐Fourier	  :	  
	  

Pxy	  =	  -‐η	  [	  (dux/dy)	  +	  (duy/dx)	  ]	  ;	  Qx	  =	  -‐κ (dT/dx)	  
	  

{	  P,Q	  }micro	  ≠	  {	  P,Q	  }MACRO	  



“Temperature”	  is	  Ambiguous	  
Gibbs’	  StaSsScal	  Mechanics	  .	  
Besides	  T	  =	  (∂E/∂S)V	  ,	  we	  have	  :	  
	  
“KineSc	  Temperature(s)”	  :	  

kT∫(∂2H/∂p2)e-‐H/kTdp	  =	  ∫(∂H/∂p)2e-‐H/kTdp	  
kT	  =	  <	  p2/m	  >	  =	  <	  (∂H/∂p)2	  >/<	  (∂2H/∂p2)	  >	  	  
Similarly	  kT	  =	  <	  p4	  >/	  [3m	  <	  p2	  >	  ]	  
	  
“ConfiguraSonal	  Temperature(s)”	  :	  

kT∫(∂2H/∂q2)e-‐H/kTdq	  =	  ∫(∂H/∂q)2e-‐H/kTdq	  
kT	  =	  <	  (∂H/∂q)2	  >/<	  (∂2H/∂q2)	  >	  
	  
	  
	  
	  



<	  p2/m	  >	  =	  kT	  =	  PV/N	  



Computing Macroscopic Spatially-averaged 
Field Variables from Molecular Dynamics 

{ q,p } data using Lucy’s Normalized 
 and Very-Smooth Weight Function 



Extracting { E, P, T, Q, . . . } from { q,p } 
	  

	  

Field	  Variables	  are	  defined	  using	  “Smooth-‐Par*cle”	  averages	  :	  
	  

	  	  ρ(r,t)	  =	  Σmiw(r-‐ri)	  ;	  ρu(r,t)	  =	  	  Σmiviw(r-‐ri)	  ;	  ρe(r,t)	  =	  Σmieiw(r-‐ri)	  .	  
	  

(	  the	  ConSnuity	  EquaSon	  is	  exactly	  saSsfied	  by	  these	  definiSons	  )	  .	  
	  

These	  averages	  are	  computed	  using	  Lucy’s	  weight	  funcSon	  :	  
	  

w(r<h)	  =	  (5/πh2)[	  1	  +	  3(r/h)	  ][	  1	  –	  (r/h)	  ]3	  is	  very	  smooth	  !	  
	  
	  
	  

Typical	  Profiles	  from	  	  
a	  Strong	  Shockwave	  
SimulaSon	  based	  on	  
Molecular	  Dynamics	  

	  Mechanical	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Thermal	  

à	  



1 & 2. Thermodynamics & Temperature 

✪ 	  Density,	  Velocity,	  Energy,	  Pressure,	  Temperature,	  

	  and	  Heat	  Flux	  can	  be	  formulated	  in	  terms	  of	  {	  q,p	  }	  .	  

✪ 
Local	  instantaneous	  values	  of	  ρ(r,t),	  u(r,t),	  e(r,t),	  P(r,t),	  

	  T(r,t),	  and	  Q(r,t)	  can	  be	  formulated	  using	  smooth-‐parScle	  

	  weighSng	  funcSons	  with	  two	  conSnuous	  derivaSves	  .	  	  

✪ 
Nosé-‐Hoover-‐Gauss	  thermostats	  reproduce	  hot	  

	  and	  cold	  temperatures	  and	  give	  fractal	  distribuSons	  .	  
	  

3. Implementing Thermostats is easy 

✪  	  	  Thermostated	  degrees	  of	  Freedom	  typically	  obey	  a	  	  

	  modified	  equaSon	  of	  moSon	  :	  	  {	  (dp/dt)	  =	  F	  –	  ζp	  }	  .	  

 
	  



F	  =	  ma	  	  
Particle Mechanics 

L(q,q) à H(q,p) 

q	  =	  (p/m)	  ;	  p	  =	  F	  –	  ζ	  p	  ;	  
	  ζ	  =	  [	  (K/Ko)	  –	  1	  ]/τ	  2	  

.	  

.	  
.	  
.	  

Imposing Constraints 

Kinetic Temperature 



A	  “Hamiltonian”	  which	  can	  generate	  Gibbs’	  Canonical	  Ensemble	  :	  

Keio	  University	  1989-‐1990	  

Gary	  Morriss	  &	  Carl	  Dewmann	  

H	  =	  Σ	  (p2/2ms)	  +	  s[	  Φ(q)	  +	  NkT	  ln	  s	  +	  (Ps/2M)	  ]	  =	  0	  !	  	  

{	  mq	  =	  F(q)	  –	  ζmq	  ;	  ζ	  =	  [	  (K/K0)	  –	  1	  ]/τ2	  }	  
.	  ..	   .	  

2	  

Shūichi	  Nosé	  1951-‐2005	  

!

1996	  



MoSon	  EquaSons	  between	  Collisions	  :	  
px	  =	  E	  –	  ζpx	  ;	  py	  =	  - ζpy	  ;	  ζ	  =	  Epx	  	  

“isokineSc”	  so	  that	  px	  +	  py	  =	  1	  and	  
pxpx	  +	  pypy	  =	  0	  .	  

Simplest	  Thermostated	  System	  :	  Galton	  Board	  

0 < α < π	


-
1 

< 
si
n(
β)

 <
 +

1	


.	  

.	  	   .	  

.	  

[	  Yes,	  there	  IS	  a	  ``Hamiltonian”	  which	  will	  generate	  this	  moSon	  !	  ]	  

2	  2	  



EvoluSon	  of	  a	  “Hamiltonian”	  Fractal	  
[	  Wm.	  G.	  Hoover,	  B.	  Moran,	  C.	  G.	  Hoover,	  W.	  J.	  Evans	  (1988)	  ]	  



 

✪ 
A	  mass	  point	  falls	  through	  a	  triangular	  la}ce	  of	  scawerers	  .	  
	  

✪ 
The	  mass	  point’s	  speed	  is	  constrained	  by	  Gauss’	  thermostat	  .	  
	  

✪ 
300,000	  successive	  collisions	  are	  collected,	  with	  each	  of	  them	  	  

described	  by	  its	  locaSon	  and	  its	  velocity	  direcSon	  (two	  angles)	  .	  

	  
	  

Typical MultiFractal Phase-Space Distribution 

for the Galton Board Collision Problem : 
	  

Fractal	  Divergence	  
of	  the	  Coarse-‐	  
Grained	  Entropy	  
-‐S(1/ε)/k	  à	  



Heat	  Flow	  with	  7	  nonHamiltonian	  
	  and	  3	  Hamiltonian	  Thermostats	  *	  

``Sandwich”	  SimulaSons	  ,	  with	  a	  HOT	  Region	  ,	  
	  a	  COLD	  Region	  ,	  and	  two	  Hamiltonian	  Regions	  .	  

Only	  the	  nonHamiltonian	  SimulaSons	  
Obey	  Fourier’s	  Law	  :	  Qx	  =	  -‐κ(dT/dx)	  .	  

*	  Dresden	  2004	  





Ken	  Aoki	  &	  Dimitri	  Kusnezov	  

φ4	  :	  An	  Excellent	  Model	  for	  
Fourier	  Heat	  ConducSon	  

Tether	  ParScles	  with	  δ4	  and	  add	  
Nearest-‐Neighbor	  Hooke’s	  Law	  ;	  
Solve	  with	  4th-‐order	  Runge-‐Kuwa	  
and	  Observe	  Fourier	  Heat	  Flow	  .	  

From	  φ4	  Lyapunov	  Spectrum	  
the	  limiSng	  large-‐system	  

Dimensionality	  Loss	  ΔD	  ~	  43	  
with	  one	  HOT	  ParScle	  and	  

one	  COLD	  ParScle	  .	  



Gauss Nosé-Hoover 

TK	  and	  TC	  



4. Irreversibility from Thermostats 
Seven	  Successes	  of	  Nosé-‐Hoover-‐Gauss	  .	  .	  .	  mechanics	  :	  

DifferenSal	  and	  Integral	  Feedback	  control	  of	  <	  p2	  >	  and	  <	  p4	  >	  .	  

System	  Lengths	  of	  4+2	  ,	  8+2	  ,	  and	  16+2	  Columns	  of	  ParScles	  

All	  give	  similar	  esSmates	  for	  the	  φ4	  model’s	  heat	  conducSvity	  .	  
	  

C 
O 
L 
D 

H 
O 
T 

 
 
 



5.	  φ4	  Model	  Lyapunov	  Spectra	  (2002)	  

eq	  
ñ	  

Σ λ = 0     	
ne
q	   53.5	  

Phase-‐Space	  Dimensionality	  Loss	  ΔD	  is	  12.5	  .	  
Thermostat	  Dimensions	  =	  2	  x	  5	  =	  10	  ;	  
Hamiltonian	  Dimensions	  =	  4	  x	  14	  =	  56	  ;	  

	  T1	  =	  0.001	  and	  T16	  =	  0.009	  .	  
	  

D	  =	  53.5	  



.	  
	  

5.  Fractal Nonequilibrium Steady States 
	  

Suppose	  that	  Work	  is	  converted	  into	  Heat	  :	  
For	  instance	  	  ,	  -‐(dW/dt)	  =	  -‐Pxy(dux/dy)V	  .	  

{	  (dp/dt)	  =	  Fusual	  –	  ζp	  }	  
à  ζ	  	  =	  -‐(dux/dy)PxyV/NkT	  .	  

à  Liouville’s	  Theorem	  :	  (d	  ln	  f/dt)	  =	  -‐(	  	  	  	  	  	  /	  	  	  	  	  )	  =	  Nζ .	


à Σ’	  λi	  =	  0	  à	  ΔD	  =	  Nζ/λ1 .	  

à  Suppose	  that	  Heat	  Flows	  from	  Hot	  to	  Cold	  :	  
à  (d	  ln	  f/dt)	  =	  -‐(	  	  	  	  	  /	  	  	  	  	  	  )	  =	  Σζ .	


à  and	  again	  ,	  ΔD	  =	  Σζ/λ1	  .	  

. 





MulSFractal	  Awractor	  Lessons	  from	  
Time-‐Reversible	  MoSon	  EquaSons	  



West	  Virginia	  University	  1976	  

2 2 
	  kT	  =	  <	  (	  	  	  	  H )	  	  >/<	  	  	  	  	  	  H	  	  >	  	  	  	  	  

∆ 	  

∆
 
	  

H	  =	  [	  4K(p)K0	  ]
1/2	  +	  Φ	  –	  K0	  

Hln	  =	  kT	  ln	  (|q|)	  +	  (p2/2m)	  à	  e-  
H/kT	  

6.	  Hamiltonian	  Thermostats	  :	  
3	  Types	  which	  Fail	  :	  

Michele	  Campisi	  
O	  

Tom	  Leete	  î	  	  

ß	  2012	  !	  



	  *	  JCP	  2007	  

*	  



Why	  are	  Hamiltonian	  Thermostats	  Failures	  ?	  *	  

Four	  Reasons	  why	  all	  such	  Hamiltonian	  Thermostats	  Fail	  :

•  Specifying	  Energy,	  Temperature,	  and	  Density	  is	  Too	  Much	  !	  
•  Hamiltonian	  Thermostats	  don’t	  generate	  a	  Heat	  Flux	  .	  
•  Hamiltonian	  Thermostats	  fail	  to	  give	  the	  right	  Temperatures	  .	  
•  Hamiltonian	  Thermostats	  cannot	  generate	  Fractals	  .	  
	  
	  
*	  See	  five	  recent	  arXiv	  contribuSons	  -‐-‐	  two	  by	  Campisi	  ,	  Zhan	  ,	  Talkner	  ,	  and	  Hänggi	  
[	  they	  promote	  the	  Log-‐Thermostat	  ]	  as	  well	  as	  three	  other	  contribuSons	  ,	  by	  
Meléndez	  ,	  by	  Hoover	  ,	  and	  by	  Meléndez	  and	  Hoover	  [	  poinSng	  out	  the	  four	  
defects	  of	  these	  three	  types	  of	  Hamiltonian	  thermostats	  ]	  .	  
	  

At	  present,	  there	  are	  three	  types	  which	  have	  been	  tried	  :	  
•  Landau-‐Lifshitz	  controls	  ConfiguraSonal	  Temperature	  .	  
•  Hoover-‐Leete	  controls	  the	  KineSc	  Temperature	  .	  
•  A	  Log-‐thermostat	  yields	  Gibbs’	  Canonical	  DistribuSon	  .	  



7.	  Irreversibility	  ß	  Hamiltonian	  Mechanics	  ?	  

Consider	  the	  Reversal	  of	  	  Strong	  Shockwaves	  
Created	  by	  the	  Collision	  of	  Two	  Blocks	  :	  

ß	  à	  

Examine	  Lyapunov	  Instability	  Near	  the	  Trajectory	  ,	  
Finding	  the	  ParScles	  Most	  Important	  to	  Stability	  .	  



Irreversibility	  from	  a	  Bit-‐Reversible	  
Version	  of	  Newtonian	  Mechanics	  ?	  

Dominique	  Levesque	  and	  Loup	  Verlet	  

	  

Solve	  {	  F(q)	  =	  ma	  }	  with	  “Integer	  Leapfrog”	  ,	  
A	  Centered-‐Difference	  Highly-‐Stable	  Algorithm	  :	  

	  

	  {	  q+	  -‐	  2q0	  +	  q-‐	  =	  [	  (F(	  q0	  )/m)(dt)2	  ]Integer	  }	  

	  	  	  	  



7.	  	  Precisely	  Time-‐Reversible	  Hamiltonian	  Shockwave	  SimulaSon	  
Two-‐Fold	  Compression-‐Expansion	  of	  N	  =	  800	  Colliding	  Cold	  Blocks	  

101	  Important	  ParScles	   212	  Important	  ParScles	  



 
8. Summary : Status of the Irreversibility Paradox in 2012 

	  
•  	  	  Nonequilibrium	  SimulaSons	  Require	  NonHamiltonian	  Mechanics	  

•  	  	  Thermostated	  Systems	  +	  Chaos	  à	  Fractals	  and	  the	  Second	  Law	  

•  	  	  	  Phase	  Space	  Dimensionality	  is	  Reduced	  ,	  Time	  Symmetry	  Broken	  

•  	   Fractals	  explain	  the	  Success	  of	  Nosé-‐Hoover/Gauss	  Thermostats	  

•  	  	  Liouville’s	  Theorem	  explains	  Failure	  of	  Hamiltonian	  Thermostats	  

•  	  	  Fractals	  likewise	  explain	  the	  Failure	  of	  Hamiltonian	  Thermostats	  

•  	   Isolated	  Hamiltonian	  Systems	  +	  Chaos	  also	  Break	  Time	  Symmetry	  

•  	  	  There	  is	  Plenty	  of	  Work	  to	  do	  InvesSgaSng	  Lyapunov	  Instability	  	  



Warmest	  thanks	  to	  Anton	  
Krivtsov	  and	  Vitaly	  Kuzkin	  
for	  making	  it	  possible	  for	  	  
me	  to	  address	  you	  here	  !	  

n	  New	  	  é	  

References	  in	  AddiSon	  to	  hwp://williamhoover.info	  



  Acknowledgments 

	  	  	  Michele	  Campisi	  

	  	  	  	  	  	  	  Harald	  Posch	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  Carl	  Dewmann	  

	  	  	  	  Rainer	  Klages	  Marc	  Meléndez	  

Peter	  Hänggi	  


